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Исследован режим сверхпластической формовки круглой мембраны при постоянном давлении. Математическая модель 
технологического процесса построена в рамках основных предположений безмоментной теории оболочек, а также двух 
известных из литературы упрощенных подходов, основанных на гипотезе о равнотолщинности оболочки по ее профилю 
и равнорастянутости меридиана, проходящего через полюс купола. Проанализированы методы расчета продолжительно-
сти процесса сверхпластической формовки круглой мембраны. Проведено конечно-элементное моделирование рассма-
триваемого процесса с использованием учебной версии программного комплекса ANSYS 10ED. В данной работе рассмо-
трены два варианта постановки краевой задачи механики сверхпластичности – теории ползучести и вязкопластичности. 
Результаты вычислений по аналитическим формулам сопоставлены с решениями краевых задач теории ползучести и 
вязкопластичности, полученными в среде программного комплекса ANSYS. Значения материальных постоянных были 
определены по данным одноосных испытаний и тестовых формовок титанового сплава ВТ6 (Ti–6Al–4V). Показано, что в 
том случае, если для идентификации модели материала используются тестовые формовки, результаты расчетов оказы-
ваются намного более корректными, а погрешность оценки снижается с уровня ~20 % (при идентификации модели по 
результатам стандартных одноосных механических испытаний) до ~3 %.
Ключевые слова: сверхпластическая формовка, краевая задача, титанового сплава ВТ6 (Ti–6Al–4V), математическое моде-
лирование, технологические параметры 
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Kruglov A.A., Ganieva V.R., Tulupova O.P., Enikeev F.U. 
Methods to calculate the time of thin circular membrane superplastic forming
The process of superplastic forming of a circular membrane under constant pressure is analyzed. The analytical process model is 
built based on principal assumptions of the thin shell theory, and two simplified approaches known from the literature and based 
on the hypothesis on the uniform thickness of a shell along its profile, and the uniform stretching of a meridian passing the dome 
apex. The methods of calculating the duration of superplastic forming of a circular membrane are considered. The finite element 
modeling of the process considered is made using the educational version of ANSYS software. The paper considers two boundary 
value problems stated in terms of superplasticity mechanics – the theory of creep and the theory of viscoplasticity. The results of 
analytical formula calculations are compared with the solutions of boundary value problems in terms of the creep and viscoplasticity 
theories obtained in the ANSYS software environment. The material constant values are determined from the results of uniaxial 
tests and test forming of Ti–6Al–4V titanium alloy. It is shown that test forming used to identify the material model provides much 
more appropriate results with the evaluation error reduced from ~20 % (when identifying the model based on the results of standard 
uniaxial mechanical tests) to ~3 %.
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и конечно-элементные методы решения краевых 
задач механики сверхпластичности. 
Методика расчета продолжительности 
процесса сверхпластической формовки 
круглой мембраны
Расчетная схема процесса представлена на рис. 1. 
Лист исходной толщины s0 деформируется под 
действием давления р в цилиндрическую матрицу 
радиусом R0 до тех пор, пока его текущая высота 
hp не станет равной глубине матрицы D, которую 
в рамках настоящей работы будем считать как 
D = R0. В момент окончания формовки t = tk купол 
приобретает форму полусферы радиусом R0. По-
ложение каждой точки мембраны М в начальный 
момент времени t = 0 определяется ее расстоянием 
от оси симметрии ρ0 в текущий момент времени t, 
а положение этой же точки определяется расстоя-
нием от оси симметрии ρ или углом ϕ. Величина 
угла α между осью симметрии и радиусом, прове-
денным к контуру закрепления, определяет теку-
щую конфигурацию оболочки и изменяется в пре-
делах 0 ≤ α ≤ π/2. 
В большинстве работ, посвященных анали-
зу процесса СПФ круглой мембраны, в качестве 
центральной проблемы рассматривается вопрос 
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Введение
В 1964 г. вышла в свет пионерская работа W. Ba-
ckofen с коллегами из Массачусетского техноло-
гического института (MIT) [1], в которой сооб-
щалось о том, что из листового сплава цинка с 
алюминием толщиной 0,76 мм через матрицу с 
отверстием диаметром 100 мм при давлении 0,1—
0,2 МПа были отформованы купола высотой боль-
ше диаметра матрицы. После этого процесс сверх-
пластической формовки (СПФ) круглой мембраны 
стал одним из ключевых в исследовании механики 
сверхпластичности (СП). Анализу основных его 
закономерностей посвящено множество работ, об-
зор которых можно найти, например, в [2—8]. 
Тем не менее, несмотря на большое количество 
научных публикаций на эту тему, в них сравнитель-
но мало внимания уделяется обсуждению вопроса 
о методах расчета такого ключевого параметра тех-
нологического процесса СПФ, как его продолжи-
тельность. Между тем на практике расчетное время 
формообразования может служить критерием про-
верки адекватности компьютерных моделей про-
цессов СПФ, поскольку оно достаточно просто и 
точно может быть измерено экспериментально.
Сферические сосуды высокого давления из ти-
тановых сплавов находят широкое применение в 
аэрокосмической технике. Ведущие в этой области 
компании Великобритании, России, США, Япо-
нии применяют процесс СПФ для изготовления 
деталей «полусфера», которые являются составной 
частью сферических сосудов. Метод СПФ при-
шел на смену технологии, включающей горячую 
штамповку поковок и их механическую обработку. 
Опыт производства показал высокую эффектив-
ность СПФ в плане снижения объемов механи-
ческой обработки и высоких эксплуатационных 
свойств готовых изделий [9—11]. 
Разработка надежных методик расчета техно-
логических параметров СПФ, таких, например, 
как время процесса, — необходимая и актуальная 
задача. В связи с этим целью настоящей работы яв-
лялось сопоставление различных способов расче-
та продолжительности формовки круглой мембра-
ны, включая как упрощенные аналитические, так 
Рис. 1. Расчетная схема процесса деформирования 
круглой мембраны
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нения равновесия следует, что интенсивность на-
пряжений σe составит
σe = σ1 = σ2 = pR/(2s).
Тогда из (1) следует, что 
  
(3)
Выражение (3) представляет собой обыкновен-
ное дифференциальное уравнение, частное реше-
ние которого удовлетворяет начальному условию 
α(0) = 0 и для режима деформирования при посто-
янном давлении p = p0 = const имеет вид
  
(4)
Продолжительность формовки tk полусферы 
может быть вычислена из выражения (4) при α =
= π/2. 
Авторами [14] предложена альтернативная мо-
дель процесса СПФ круглой мембраны, основной 
особенностью которой является принятие гипоте-
зы о равнорастянутости меридиана, проходящего 
через полюс купола. В работе [14] получено сле-
дующее выражение для продолжительности СПФ 
при постоянном давлении: 
  
(5)
Если построить зависимость (1) в логарифми-
ческих координатах lgσ—lgξ, получим прямую 
линию, наклон которой равен m. В то же время 
многочисленные экспериментальные данные сви-
детельствуют о том, что такого рода линейная за-
висимость имеет место только в чрезвычайно уз-
ком диапазоне изменения скоростей деформации 
(обычно не более 1—2 порядков). Если рассма-
тривать более широкий интервал изменения ξ, 
зависимость напряжения течения от скорости де-
формации в логарифмических координатах имеет 
обычно характерный сигмоидальный вид, причем 
координаты точки перегиба сигмоидальной кри-
вой соответствуют оптимальным значениям ξopt 
и σopt (рис. 2). Наклон сигмоидальной кривой М =
= ∂lgσ/∂lgξ, вообще говоря, не равен показателю 
степени m в правой части уравнения (1) [5]. 
о расчете оптимального закона подачи давления, 
обеспечивающего деформирование мембраны с 
постоянной интенсивностью скоростей деформа-
ций (ξe) в наиболее опасном с точки зрения раз-
рушения участке купола — его полюсе [3]. Однако 
процедура расчета оптимального закона подачи 
давления зависит от выбранного способа модели-
рования. По этой причине объективное сопостав-
ление самих методов моделирования в данном слу-
чае представляется довольно затруднительным. 
В настоящей работе будет анализироваться 
режим СПФ круглой мембраны при постоянном 
давлении, а сопоставление будет производиться по 
продолжительности формовки полусфер при по-
стоянном давлении. 
Исторически первой работой, посвященной 
анализу процесса СПФ круглой мембраны, стала 
работа F. Jovane [12], в которой предполагалось, 
что толщина оболочки равномерна по ее профилю. 
Позже ее основные положения воспроизводились 
многими другими исследователями, в частности 
J.A. Belk [13]. В качестве модели материала исполь-
зовалась стандартная степенная модель 
σ = Kξm или ξ = Cσn, (1)
где σ — напряжение течения; ξ — скорость дефор-
мации; K, m — постоянные материала; n = 1/m, 
C = 1/Kn. 
Используя предположение F. Jovane о равнотол-
щинности s = const, вычислим объем мембраны с 
помощью тройного интеграла в сферической си-
стеме координат r, ϕ, ψ:
  
(2)
Полагая здесь s/R << 1, с учетом несжимаемости 
материала можно записать
откуда для толщины s получаем
s = s0cos
2(α/2).
Тогда интенсивность скоростей деформаций 
будет равна
Поскольку в рамках подхода F. Jovane главные 
напряжения σ1 и σ2 равны по величине, из урав-
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вание рассматриваемого процесса с использовани-
ем программного комплекса ANSYS 10ED. 
Интерес к конечно-элементному моделирова-
нию велик, чему свидетельствует множество ста-
тей, например [17—20]. В данной работе рассмо-
трены два варианта постановки краевой задачи 
механики СП. Один из них связан с включением 
модели материала (1) в постановку краевой задачи 
теории ползучести, которая приведена, например, 
в [21]. Эту же модель материала можно включить и 
в постановку краевой задачи теории вязкопластич-
ности [22], один из вариантов которой приведен, 
например, авторами [23]. В работе [24] предложено 
использовать модель материала (6) в постановке 
краевой задачи вязкопластичности с помощью мо-
дели Пэжины: 
  
(8)
где γ, p — постоянные, а σ0 зависит от деформации. 
Если положить K ′ = σ0/γ p, m′ = p, то легко увидеть, 
что соотношения (6) и (8) представляют собой од-
ну и ту же модель материала.
Твердотельная модель представлена на рис. 3. 
По линии 1—6 задается условие симметрии UX =
= 0, линия 2—3 закреплена (UX = 0, UY = 0), давле-
ние прикладывается по линии 1—2. В расчетах бы-
ло принято: R0 = 35 мм, Rс = 38 мм, s0 = 1 мм. При 
этом использовалась одна и та же сетка конечных 
элементов, включающая в себя 608 восьмиузель-
ных элементов PLANE82 с опцией Axisymmetric. 
Прежде чем приступить к расчетам, необходи-
мо оценить сверхпластические свойства матери-
ала, т.е. значения материальных постоянных K, m 
и K ′, m′, σ0 в моделях материала (1) и (6) соответ-
ственно. Для обеспечения корректности проце-
дуры сопоставления представляется целесообраз-
ным определять указанные значения для одного и 
того же сплава при одной и той же температуре и 
Если проэкстраполировать сигмоидальную 
кривую СП lgσ—lgξ в область ξ → 0, то получен-
ная таким образом кривая отсечет на оси ординат 
отрезок lgσ0, где σ0 — так называемое пороговое 
напряжение. Принято считать, что существование 
порогового напряжения обусловлено влиянием 
межфазных и межзеренных границ или примесей 
в виде выделений по границам зерен (в частности, 
у магния и серебра) [2, 15]. 
Для более полного описания реологического 
поведения сверхпластичного материала при низ-
ких скоростях деформации (ξ < ξopt) в модель (1) 
вводят дополнительный параметр σ0, которому ча-
сто придают смысл порогового напряжения: 
σ = σ0 + K ′ξm′.  (6)
Очевидно, что при σ0 = 0 имеют место равенства 
K ′ = K и m′ = m.
Авторами работы [16] модель материала (6) при-
менена для описания процесса СПФ круглой мем-
браны. В итоге получено следующее выражение 
для продолжительности формовки полусферы при 
постоянном давлении p = p0 = const: 
  
(7)
где χ = 2σ0s0/(p0R0). Видно, что при σ0 = 0 и χ = 0 
уравнение (7) совпадает с (5). 
Сопоставление результатов расчетов по анали-
тическим формулам недостаточно для того, чтобы 
делать обоснованные выводы об области их приме-
нимости. Поэтому параллельно с этими расчетами 
было проведено и конечно-элементное моделиро-
Рис. 2. Сигмоидальная кривая сверхпластичности 
(схематически)
Рис. 3. Твердотельная модель
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ностью определяется ее скоростью (ξ). Такое ре-
ологическое поведение типично для материалов, 
находящихся в состоянии СП [3, 5]. В табл. 2 при-
веден набор первичных экспериментальных дан-
ных, который использован для идентификации 
моделей материала (1) и (6). Обозначим его как 
{ξi ,σi} , i = 1, 2, …, Nexp,  (9)
где Nexp — количество точек во входном наборе 
данных, используемом при идентификации. 
Принимая во внимание, что область приме-
нимости модели материала (6) ограничена 1-й и 
2-й стадиями сверхпластического течения (т.е. 
при ξ < ξopt) [5], для идентификации моделей ис-
пользуем первые 6 из 7 точек имеющегося набора 
данных. 
Рассмотрим сначала модель материала (1). Для 
ее идентификации обычно применяют линеариза-
цию по схеме
lnσ = lnK + mlnξ
и на этом основании составляют целевую функ-
цию вида 
  
(10)
где K* = lnK. Приравнивая к нулю частные произ-
водные: ∂Ф/∂K* = 0, ∂Ф/∂m = 0, получаем систему из 
используя один и тот же набор эксперименталь-
ных данных. С этой целью были проведены экс-
перименты на одноосное растяжение образцов из 
титанового сплава ВТ6 (Ti—6Al—4V) со средним 
размером зерен d = 2,2±0,3 мкм. Микроструктура 
сплава приведена на рис. 4, размеры и форма об-
разцов — на рис. 5, а химический состав — в табл. 1. 
На рис. 6 представлена типичная диаграмма 
растяжения сплава ВТ6, из которой видно, что 
напряжение течения на установившейся стадии 
практически не зависит от деформации (e) и пол-
Таблица 1
Химический состав титанового сплава ВТ6
Содержание, мас.%
Осн. элементы Примеси
Al V Fe Si O C N H Zr
6,5 5,1 0,3 0,1 0,2 0,1 0,05 0,015 0,3
Таблица 2
Зависимость напряжения течения 
от скорости деформации титанового сплава ВТ6 
при t = 900 °С
ξ, c–1 σ, МПа
3,3·10–5
6,7·10–5
1,3·10–4
3,3·10–4
6,7·10–4
1,3·10–3
3,3·10–3
5,62
6,8
8,7
13,65
19,2
25,0
34,4
Рис. 4. Микроструктура сплава ВТ6 
в исходном состоянии
Средний размер зерна d = 2,2±0,3 мкм
Рис. 5. Размеры и форма образца для испытания 
на растяжение
Рис. 6. Диаграмма растяжения титанового сплава ВТ6
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ных (9). Получим (при Nexp = 6) следующий резуль-
тат идентификации:
• набор 4: σ0 = 1,063 МПа, m′ = 0,47567, K ′ =
= 570,33 МПа·сm′.
Для того чтобы ввести в ANSYS полученные 
выше наборы материальных констант, необходимо 
перевести их в обозначения, принятые в ANSYS, 
для чего нужно произвести расчеты по формулам 
n = 1/m, C = 1/Kn для модели (1),
p = m′, γ = (σ0/K ′)1/p для модели (8).
Все результаты расчетов значений материаль-
ных постоянных представлены в табл. 3, а полу-
ченные данные по продолжительности формовки 
полусфер радиусом R0 = 35 мм из листа титанового 
сплава ВТ6 исходной толщиной s0 = 1 мм при дав-
лении инертного газа р0 = 0,5, 0,7 и 1,0 МПа сведе-
ны в табл. 4. 
Видно, что результаты расчетов в среде ANSYS 
и по аналитическим уравнениям оказываются 
довольно близкими. Например, при использова-
нии набора 1 время формовки, рассчитанное по 
формуле (4) при р0 = 0,5 МПа, равно t = 1676 с, по 
выражению (5) — 1686 с, а в ANSYS (при решении 
краевой задачи теории ползучести) — 1771 c, т.е. от-
клонение не превышает 5 %. При решении краевой 
задачи теории вязкопластичности результат соста-
вит 1735 с. В то же время расчет по приближенной 
формуле (7) дает t = 1685 с, т.е. отклонение около 3 %. 
Кривые зависимости высоты купола (H) от вре-
мени, рассчитанные по аналитическим формулам 
и вычисленные в среде ANSYS, почти совпадают 
двух линейных уравнений относительно двух не-
известных, которая может быть решена стандарт-
ными методами, например по формулам Крамера 
или методом Гаусса. Алгоритм обработки входного 
набора (9) по описанной схеме встроен в большин-
ство стандартных пакетов обработки данных, ис-
пользуемых на практике. 
Ранее было показано [25], что применение ли-
неаризации стандартного степенного соотноше-
ния (1) при его идентификации по результатам 
стандартных одноосных испытаний может приво-
дить к смещению на 5—10 % оценок величины m — 
основного реологического параметра СП. По этой 
причине предложено его определять путем мини-
мизации следующей целевой функции:
  
(11)
В работе [25] также описан алгоритм миними-
зации целевой функции (11). Применяя описанные 
выше два подхода к набору экспериментальных 
данных (8) из табл. 2, получим следующие резуль-
таты идентификации (при Nexp = 6):
• набор 1: m = 0,422, K = 405,836 МПа·сm — по 
стандартной схеме (10);
• набор 2: m = 0,43623, K = 455,932 МПа·сm — не-
смещенные оценки из (11).
Добавим к ним третий набор, определенный 
авторами работы [14] по результатам технологиче-
ских экспериментов:
• набор 3: m = 0,43, K = 410 МПа·сm.
Теперь применим процедуру идентификации 
модели материала (6) из работы [21] к набору дан-
Таблица 3
Сверхпластические свойства титанового сплава ВТ6 при t = 900 °С
Наименование Набор 1 Набор 2 Набор 3 Набор 4
Модель 
материала
σ = Kξm σ = Kξm σ = Kξm σ = σ0 + K ′ξm′
Методика 
идентификации
Стандартная Несмещенная
Технологический 
эксперимент [6]
Технологический 
эксперимент [13] 
Значения 
констант
m = 0,4220
K = 405,836 МПа·сm
m = 0,43623
K = 455,932 МПа·сm
m = 0,43
K = 410 МПа·сm
σ0 = 1,063 МПа
 m′ = 0,47567
K′ = 570,33 МПа·сm′
Модель 
в ANSYS
ξ = Cσn ξ = Cσn ξ = Cσn σ = σ0 [1 + (ξ/γ)p]
Значения 
констант
C = 1,415·10–20 с–1 Па–n
n = 2,29235
C = 3,8517·10–21 с–1 Па–n
n = 2,3715
C = 9,338·10–21 с–1 Па–n
n = 2,3256
σ0 = 1,063 МПа
p = 0,47567
γ = 1,8263–10–6 с–1
Краевая 
задача
Ползучесть Ползучесть Ползучесть Вязкопластичность
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к тем, которые были получены при использовании 
уравнения (5). 
На рис. 9 приведены кривые зависимостей H(t), 
рассчитанные в рамках модели F. Jovane. Как вид-
но, они заметно отличаются от соответствующих 
решений краевой задачи теории ползучести, одна-
при решении краевой задачи как ползучести (рис. 7), 
так и вязкопластичности (рис. 8). Из этого факта 
можно сделать вывод об адекватности упрощенно-
го подхода, развитого в работе [13]. В то же время 
довольно неожиданным являются результаты рас-
чета по формуле (4), которые оказались близкими 
Таблица 4
Продолжительность СПФ полусфер радиусом R0 = 35 мм из листов титанового сплава ВТ6 
исходной толщиной s0 = 1 мм
Метод расчета
Продолжительность формовки, с, 
при р0, МПа
Формула Набор констант Модель 0,5 0,7 1,0
Эксперимент [6] 1500 685 300
(4) 1 σ = Kξm 1676 755 324
(4) 2 σ = Kξm 1694 783 346
(4) 3 σ = Kξm 1483 678 296
(5) 1 σ = Kξm 1686 759 326
(5) 2 σ = Kξm 1717 794 351
(5) 3 σ = Kξm 1499 685 299
(7) 4 σ = σ0 + K ′ξm′ 1685 797 365
ANSYS 1 Ползучесть по Нортону ξ = Cσn 1771 813 358
ANSYS 2 Ползучесть по Нортону ξ = Cσn 1747 802 335
ANSYS 3 Ползучесть по Нортону ξ = Cσn 1548 702 306
ANSYS 4 Вязкопластичность σ = σ0 [1 + (ξ/γ)p] 1735 815 373
Рис. 7. Зависимости высоты купола от времени, 
рассчитанные по формуле (5) (сплошные линии) 
и в среде ANSYS (пунктир) с набором констант 3 
при различных значениях давления инертного газа
1 – р0 = 1,0 МПа, 2 – 0,7 МПа, 3 – 0,5 МПа
Рис. 8. Зависимости высоты купола от времени, 
рассчитанные по формуле (7) (сплошные линии) 
и в среде ANSYS (пунктир) с набором констант 4 
при различных значениях давления инертного газа
1 – р0 = 1,0 МПа, 2 – 0,7 МПа, 3 – 0,5 МПа
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ется от измеренного в эксперименте. Так, напри-
мер, при давлении р0 = 0,7 МПа в опыте получено 
t = 685 с, в то время как расчет в ANSYS дает зна-
чения 813, 802 и 815 с при использовании наборов 
констант 1, 2 и 4 соответственно. Погрешность со-
ставляет около 20 %. В то же время, если исполь-
зовать набор констант 3, результат вычисления t 
в ANSYS составит 702 с и погрешность не превы-
шает 3 %. 
На рис. 10 приведены данные расчета в ANSYS 
с использованием всех 4 наборов констант. Из не-
го следует, что когда значения материальных кон-
стант в моделях материала (1) и (6) определены из 
одного и того же набора постоянных, результаты 
близки (кривые, соответствующие наборам 1, 2 и 
4 на рис. 10). При использовании набора 3 полу-
ченные в ANSYS данные отличаются, а продолжи-
тельность СПФ оказывается намного более близ-
кой к экспериментально измеренным значениям. 
Как следует из табл. 4, результаты расчета в ANSYS 
при давлениях формовки 0,5, 0,7 и 1,0 МПа следу-
ющие: 1548, 702 и 306 с, и отличаются от экспери-
ментально измеренных значений 1500, 685 и 300 с 
на 3,2, 2,5 и 2 % соответственно. 
Заметим, что результаты расчетов, получен-
ные в настоящей работе, могут быть проверены 
независимыми исследователями с использовани-
ем другого программного комплекса, например 
ABAQUS, MARC и т.п. 
Заключение
Продолжительность формоизменения кру-
глой мембраны является важным показателем, 
который может служить как для отладки ком-
пьютерных моделей процесса СПФ, так и подго-
товки непосредственно производства полусфе-
рических деталей из листовых заготовок. Время 
формовки полусфер при постоянном давлении 
газа может быть надежно оценено как при расче-
те по аналитическим формулам, так и в резуль-
тате решения краевых задач теорий ползучести и 
вязкопластичности методами конечно-элемент-
ного моделирования. При этом основной ак-
цент в решении проблемы повышения точности 
прогноза смещается в сторону идентификации 
сверхпластических свойств деформируемого ма-
териала. 
На примере титанового сплава ВТ6 с помо-
щью программного комплекса ANSYS показано, 
что в том случае, если для идентификации моде-
ко к моменту окончания формовки приближаются 
к ним. Таким образом, расчеты с использованием 
модели F. Jovane, как и модели процесса из рабо-
ты [14], позволяют получать примерно одинаковые 
результаты в тех случаях, когда речь идет о расче-
тах продолжительности формовки полусфер. 
Следует отметить, что в том случае, когда мо-
дели материала (1) и (6) идентифицируются по ре-
зультатам одноосных механических испытаний, 
прогнозируемое время формовки заметно отлича-
Рис. 10. Зависимости высоты купола от времени, 
вычисленные в среде ANSYS с использованием 
различных наборов констант (см. табл. 3) 
при давлении инертного газа 0,7 МПа
Рис. 9. Зависимости высоты купола от времени, 
рассчитанные по формуле (4) (сплошные линии) 
и в среде ANSYS (пунктир) с набором констант 3 
при различных значениях давления инертного газа
1 – р0 = 1,0 МПа, 2 – 0,7 МПа, 3 – 0,5 МПа
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